1 Fourier Analyse

1.1 Harmonische Schwingung

Eine (ungedampfte) Schwingung ist eine sich mitRemodendauer T wiederholende
Funktion.

f)=~f(@t+T) (1.2)
T: Periodendauer
t: Zeit

Eine Harmonische Schwingung ist eine solche Schuviggdie nur eine Frequenz hat. Das
heisst ohne Oberwellen und dergleichen. Sie wilddralermassen dargestellt:

f(t) = Alsin(wt + @) (1.2)
Amplitude
2 0
. . 7l
@ Krelsfrequenw:? 1
Phasenverschiebung 0.57
Uy 2




1.2 Uberlagerung von Harmonischen Schwingungen

Uberlagert man nun mehrere Harmonische Schwingusgamtsteht eine neue Schwingung.
Haben die Schwingungen (grin Kurven) die gleiclejenz entsteht wieder eine
Harmonische Schwingung (rot). Haben die zwei Angglurven (schwarz)
unterschiedliche Frequenzen so entsteht eine haamonische Schwingung (blaue Kurve).
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Diese Eigenschaft kann man sich zu Nutze macheandare Periodischen Funktionen zu
beschreiben:
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1.3 Die Fourierreihe

Jean Baptiste Joseph Fourier hat herausgefundss ntn jede periodische Funktion als eine
Summe von Harmonischen Schwingungen darstellen, lemineten dabei nur ganzzahlige
vielfache der Grundfrequenz auf. Man nennt dieserg&hg Fourieranalyse oder
harmonische Analyse.

f(0)= 2, + Y [3,c0560) +b, sin(et)] (13)

In dem manx = at setzt erhalt man ein2n -periodische Funktion womit die Gleichung in

f(t) =3 +.[a,coskx) +b, sinx)] (1.4)
k=1

Ubergeht.

Es gilt weiter:

2 2m

J'sin(k xX)dx=0 J'cos« xX)dx=0 (1.5)

0 0

2 .. +

J'sin(kx)sin(mx)dx:{O flfr k#m siehe 2 (1.6)

5 m fur k=m

rd 0 fur kzm
J'cosk X)cosmx)dx = {n (1.7)

fur k=m



1.4 Berechnung des Fourierkoeffizientena

f(X) @+ i[akcos« X) +b, sin(k x)]

Das konstante Glied der Gleichung kann folgendesera8erechnet werden:

27 21 0 2 2
.[ f(x)= jaodx+z ak.[cos« X) + b, jsin(k x)}
0 0 k=1 0 0
=a,21r
Nach dem umstellen der Gleichung erhalt man §lir a

1 2
=5£ f (X)dx

a kann unter Umstanden direkt von der Grafik abg#leserden. Im linken ist sie null, im
rechten Beispiel ist die integrierte Falche gleatem Rechteck von 0Zx, teilen wir es
durch die Z unserer Formel erhalten wir das gesuchte kons@Gliee.

1 14
2] 0.8
H 0.6
S 0.4-
-1 ]
0.2
-2 ]
. Oy 2 3 4 5 B




1.5 Berechung des Fourierkoeffizientena

Nimmt man nun

f(x)=a, + i[ak cosmx) +b, sin(mx)]

und multipliziert es mitcosk x Jund integriert anschliessend Uber eine Period@tarian

2

jﬂf (X)cosk x)dx = aozfcos@ X) + i qnzfcos(m X) cosK xX)dx +§ b, 2fsin(m x)cosk x)dx = a, 71

0 0 m=1

0 a T 0

ff(x)cos« X)=amaT = a, :%Tf(x)coskx)dx

1.6 Berechung des Fourierkoeffizienten b

Analog zu @ lasst sich pberechnen.

b, = le (X) sin(k x)dx
T 0

1.7 Gerader und ungerader Funktionen

Ist die Funktion gerade alsb(x) = f (—x wj)e dies bei cos(x) der Fall ist, muss nugr a
berechnet werden:

a, :%j f (X)dx a, :%jf(x)cos((x)dx b, =0
0 0

Ist die Funktion ungerade alsio—x) = —f (x wje dies bei sin(x) der Fall ist, muss nyr b
berechnet werden:

aozl—lTJ;f(x)dx a =0 bk:%J;f(x)sin(kx)dx



1.8 Beispiel

Nehmen wir die Sdgezahn Funktidrfx) = X round(
2ir 2ir

l) welche im bereich von 0 bist2

einer linearen Funktion entspricht(x) = x
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a=0 a=0 (weil Ungerade) ”

2 Anhang

2fsin(k x)sin(mx)d% = 2fsinz(k X) = Zfl— cos' (kx) = 2JZTI—%(1+ cos@k X))
=2+ T—%(h cos@k x)) =2+ 1{7—% —%cos@k X)

0

2
=2m-m+ j—%cos@k X) = ﬂ—%[sin(ka)]é”
0

- ﬂ—%((sin(2k2ﬂ) ~sin(0)) =77

0



